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1イントロダクション 

この文書は、確率的計画プログラムのアプリケーションの現状を纏めたものです。最初に、キャパシテ

ィ拡張計画モデルについて述べますが、このモデルは、資源に関係する、2段階確率的計画プログラム

の主要な考えのいくつかを例示し、リスクとコストのトレードオフを含む、実行可能な分析にはどのよう

なものがあるかについてのべます。次いで、小さな、多段階財務計画モデルと、関連する分析について

考えます。これらの2つのモデルは、それに続く、さまざまなアプリケーションについての議論の理論構

成の枠組み、視点を与えるものです。 
 

2問題の説明 

資源についての2段階や多段階の確率的プログラミングでは、意思決定のタイミングをはっきりさせるこ

と、および、不確実性を明確に理解することが重要です。プロトタイプ的な2段階確率的プログラミング

では、不確実性を持つ需要や利用可能なキャパシティの下での、キャパシティの割当て問題です

( Figure 1を参照)。まず、最初に、第一ステージで戦略的な意思決定を行い、資源を割当てますが、

これにより、システム・デザインを特定します。そして、意思決定者は、需要と利用可能なキャパシティ

を観測し (observes a realization of the demands and availabilities)、そして、その時点（current）での、

決定論的な設定の中で、第2段階での操業上の意思決定を行います。第1ステージの構造は、線形計

画の制約式や混合整数計画の制約式から成ることができます。ここで、第2段階の構造が、線形プログ

ラム、ないしは、凸の二次プログラムであると仮定します。 

この理論的枠組みは、多段階・セッティングに拡張され、そこでは、キャパシティ拡張についての意思

決定は、連続して、順次、時間の経過とともに行われます。「2段階モデル」と同じように、第一段階のキ

ャパシティ拡張についての意思決定を行います。 次いで、第2段階での需要と利用可能性を観測しま

す。 そうして、第2段階での「需要」、「設備の利用可能量」、および、「将来の需要と利用可能性につい

ての更新された条件付き分布」を知った後に、第2段階の操業、および、キャパシティ拡張についての

意思決定を行います。このような構造は、多段階資産配分モデル（multi-stage asset allocation 
model）にも適用可能で、そこでは、投資ポートフォリオは、定期的に「再バランス（rebalanced）」され

ます。セクション4で、そのような例について考えましょう。第一段階構造は、線形計画制約式、混合整

数計画制約式で表現できますが、その後のステージは，線形計画、もしくは、コンベックス二次計画の

構造を持つものと仮定します。 

 3



 
Figure 1： 2段階確率的プログラミングの一般的な構造は、第1段階と第2段階での意思決定が質的に異なっているという

ことです。第一段階での意思決定は、例えば、様々な資源のキャパシティを決定することによって、システムを設計します。

この設計についての意思決定は、システムが操業される正確な環境を知る前に行わなければなりません。Figure 1は、そ

のようなN個のシナリオ、および、それらの確率のウエイトを描いたもので、それらにより、この環境(例えば、異なった需要

や信頼性のシナリオ)を決定します。第2段階の操業についての意思決定は、このような不確実性が明らかにされた後に行

います。目標は、可能なシナリオの範囲で、システムとしての操業が安定するという意味で、強健（robust）であるような第1

段階の意思決定を見つけることです。 

 
3キャパシティ拡張計画作成の例 

この例は、2段階の確率的線形プログラムで、発電計画作成に関するキャパシティ拡張計画モデルに

ついてのものです。[34]を参照。このモデルは、2つのタイプの不確実性を含んでいます。すなわち、(i) 

エネルギー需要、および、(ii)発電機の利用可能性についての不確実性です。第1段階での意思決定

は、特定された単位コストを前提に、発電機に、発電キャパシティを割当てることについての意思決定

です。第2段階で、ランダムな需要、および、利用可能な発電機のキャパシティ比率（原文：

availability fractions (rates)）が明らかにされます。そして、それを前提に、エネルギー需要を満た

すために、最小費用のソリューションを見つけるために輸送問題を解きます。もし、需要を満たすため

の十分なキャパシティが利用可能でない場合は、需要を満たすために、外部のソースから、比較的高

いペナルティ費用でエネルギーを購入しなければなりません(これは、満たされない需要があることの

ペナルティ・コストとも見なせます)。目的は、「設備投資コスト」と「予想される操業コストの合計」を最小

にする、第1段階でのキャパシティ割当ての意思決定を見つけることです。 
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このモデルの例では、発電機が2台、そして、3つの需要地域があり、発電機#1の単位あたりのキャパ

シティ追加コストは 400 ドル、発電機#2 の単位あたりのキャパシティ追加コストは 350 ドルであるとしま

す。発電機から各需要地域に送られるエネルギーの単位あたりの運用コストは以下の通りです。

 

各発電機に割当てられるキャパシティの利用可能フラクションは、ランダム無であり、以下の周辺分布

を持っています。 
 

 

3つの需要地域それぞれの需要はランダムであり、以下の分布を持っています。 
 

 

ランダムなパラメタは独立している仮定します。(しかし、このモデルにとって、これは全体を構成する上

でなくてはならない、不可欠で、欠くことのできない仮定ではありません)。サンプルスペースの濃度

（cardinality）は、35 = 243です。結果として得られる2段階の確率的な線形プログラムは、決定変数

2189、構造制約式1216を持つ、single deterministic equivalent linear programとして表現でき

ます。 

ここで、2つの発電機では充足されない需要の「単位あたりのペナルティウエイト（unit penalty 
weight ）」にいろいろな値を与え、問題を解きます。Figure 2は、この充足されない需要のペナルティ

が、1,500ドルから2万6000ドルに大きくなるにつれ、より大きなキャパシティを追加して、充足されない

需要が生れる確率が小さくなるのを示しています。初めは、インストールコストを、それなりに適度に大

きくすると、充足されない需要の確率で、かなりな減少が見られます。 

この確率的プログラムの解を、他の一般的な手段で得られる解に比較することも興味深いことです。ま

ず、ペナルティウエイトを6000ドルにしたとき、確率的な解は、以下で与えられます。 
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Figure 2：は、意思決定者が、キャパシティ拡張問題で直面するトレードオフを表現しています。 横軸のペナルティウエイト

が大きくなるにつれ、意思決定者は、充足されない需要が生れるのを、ますます嫌がるようになります。インストールの資本

コストは、左側のY軸で示され、ペナルティウエイトが大きくなるにつれ、増加します。この刑罰が成長するのに応じて、右側

のY軸で示される、充足されない需要を持つ確率は小さくなります。 

 

 

ここで、 と は、インストールされるキャパシティを示し、 は、インストールコストと、(まだ充足され

ていない需要に関連するペナルティコストを含む）予想操業コストの合計です。一つの代替的なアプロ

ーチは、ランダムパラメタを平均に替え、それに対応する1シナリオの線形プログラムを解くことです。以

下は、そのソリューションです。 

1x 2x z

 

 

このソリューションが、どのようにして得られるかを知るのは、難しくはありません。発電機#1の有効キ

ャパシティ1単位は、400/0.9625=415.58のコストが掛かり、発電機#2の有効キャパシティ1単位は、

350/0.93=376.34のコストが掛かります。発電機#1にキャパシティをインストールするのに必要な高いコ

ストは、その安い運用コストで相殺できません。そして、発電機#2のみを使用するのが、いつも、望まし
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い、ということになります。インストールされるキャパシティの合計は、(995+990+1060)/0.93=3274.2です。 

このいわゆる「期待値問題（exp cted value problem）」 の目的関数の値が、(Jensen's 
inequalityで予想されているように)確率的モデルのそれよりも小さいことに注意してください。 

e

確率的環境での、期待値解の期待コストは、2433952 です。そして、それは、確率的な解よりも 26%も高

いです。期待値解が充足されない需要を持つ確率は 0.30 です。これは、ペナルティウエイトが、依然と

して、6000であるままで、確率的な解が充足されない需要を持つ確率が0.098であるのと対照的です。 

もう一つの一般的な戦略は、シナリオ分析と呼ばれているもので、この方法では、(各需要/利用可能

性あたり 1 つある）| |＝243 個の別個の線型プログラムを解くことで、一組の第 1 段階の意思決定Ω

{ }ωx を得、何らかの「妥当な」方法で、これらの第 1 段階の意思決定を組み合わせ、解を得ます。ここ

で使う組み合わせ方式は下記のものです。 

ω
ω

ωxpx ∑ Ω∈
=  

この方式を使うと、下の解を得ます。 

 

目的関数の値が、確率的な方法による解よりも小さいことに注意してください。これは、シナリオ分析の

値が、未来についての完全な情報の下での意思決定と対応しているので、予想通りです。確率的な環

境でのシナリオ分析の解の期待コストは 2629970 で、それは、確率的な解より 36%も高い値です。シナ

リオ分析の解が充足されない需要を持つ確率は 0.53 ですが、これは、確率的な解が充足されない需

要を持つ確率が 0.098 と比較されます。 
 
4多段階資産配分モデル（multi-stage asset allocation model） 

今度は、資産配分の多段階リコースモデル（multi-stage recourse model ）を議論します。[3]を参

照。前項のキャパシティ拡張計画モデルのように、これは、小さい「おもちゃ（toy）」モデルですが、確率

的プログラミングがもたらす解についての洞察が行えるので貴重です。このモデルには、2 つのタイプ

の投資があります。すなわち、株式と債券です。これらの投資へのリターンは、既知の分布に従う確率

変数であると仮定します。投資の目的は、y 年後に、子供の大学教育費を創り出すことです。初期の投

資額をWとし、Y年後に、投資の運用により、必要となる授業料目標Gを超えたい、と思っています。ポ

ートフォリオは、y 年ごとに組み立て直せると仮定します。したがって、 ＝Y/yの投資期間があるとしま

す。 
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市場は、各期間共に、「高い」か「低い」です。 市場が「高い」なら、株式に投資するのが望ましい、そし

て、 市場が「低い」なら、債券に投資するのが望ましい、と考えます。ここでは、15 年以上を対象とする

モデルを考え、ポートフォリオは、5 年毎に、見直せるとします。これは 4 段階モデルです。そして、この

モデルでは、第 1年目、第 6年目、第 11年目の初めに、投資の組み換えの意思決定を行い、第 15年

目の終わりに、現金に換え、ポートフォリオの値を計算して、目標に較べます。モデルは、5年間の 3つ

の期間に対応する市場の状況、すなわち、[「高い」、「高い」、「高い」]、[「高い」、「高い」、「低い」]、…、

[「低い」、「低い」、「低い」]という合計 8 つのシナリオを持っています。Figure 3 が示すコンケイブなユ

ーティリティ関数は、リスクの回避（aversion to risk）を表しています。 ここでは、Figure 3 のスロー

プの比率（ratio of the slopes）を ρ として示します。 ρ が増大するにつれ、意思決定者は、目標Gの

実現の失敗を嫌い、ますます、リスクを回避したいと考えるようになります。（ユーティリティ関数のリニ

アな部分の傾斜の一つの可能な解釈は、「借り入れのコスト」と「将来の収入の価値」の比率と関係が

あります。） 

 

 
Figure 3: 目標Gの上、目標Gの下の資産価値のユーティリティ関数。左側の部分の傾斜の、右側の部分の傾斜に対する

比率が増加するにつれ、意思決定者は、ますます、目標以下のリターンを持つことが嫌になる。 

15 年の計画期間の終わりの資産価値は、8 つの可能なシナリオに対応する最大 8 つの値を取る確率

変数です。Figure 4 は、 ρ の 3 つの異なる値に対する資産価値の分布を示しています。 ρ  = 1 のと

き、分布は左右対称ですが、 ρ が大きくになるにつれ、分布の左側のテールを目標に引き寄せるため

に、上方の収益が犠牲にされます。 
 
5 適用分野 

このセクションでは、既に、確率的計画法が適用されているいろいろな分野での適用について、その概

要を述べます。 

 
財務:  

財務分野でのアプリケーションには、証券の発行条件の決定（security pricing）、資産

配分、資産負債管理などがあります。この分野への確率的計画法の適用は、今日、最も
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ポピュラーな適用の1つです。多段階資産負債管理モデルは、クラッセル社と安田火災に

より、開発されました。[6, 7, 8] これにより、彼らは、前の戦略である fixed-mixed 
strategy によるよりも、所得税申告額で 7900 万ドル、2 年間で得た投資収益で総額 900

万ドルも良い結果を得たと報告しています。Towers Perrin-Tillinghastは、年金計画、

および、保険クライアントの資産負債管理に確率的プログラミングを使用しました[50, 51]。
彼らは、USウエスト年金計画で、機会費用（opportunity cost）を 4億 5000 万ドル-10億ド

ル節約できたと報告しています。([51]で報告された事例は、INFORMS が後援する 1999

年の Management Science Achievement の Edelman Award のための最終先行事例で

す。) ORTEC Consultants は、オランダの年金計画に、多段階確率的計画法を適用しまし

た[5]。また、Fannie Mae で、 確率的計画法モデルが使われています[29, 30, 31]。
[11]には、最大2688のシナリオを持つ10段階の資産負債管理モデルの計算結果が報告

されます。ドイツ銀行のグループは、ヘッジファンドでの資産配分に確率的最適化モデル

を使っています [15, 62]。資産負債管理の概観については、[81]を見てください。 
 

 
 

Figure 4：この図は、1、4、8という3つの異なる危険回避レベルでの、目標に比較してのROIの分布を表したものです。マイ

ナスのリターンは、目標に達しないことを示し、そして、プラスのリターンは目標を超えたことを示しています。 ρ =1であると

き、リターンの分布は左右対称です。 ρ が4に、そして、次いで、8に大きくなって行くとき、目標を達成しないことへの危険

回避は大きくなり、そして、リターンの分布は目標の周辺に近づいたものになります。 

 
電力供給:  

Pacific Gas＆Electric Companyは、水力発電のスケジュール作成のために多段階

確率的線型プログラムを開発しました [35]。彼らの(単一の流域についての)最も大きい

問題は、約 7 万の制約式と 25 万の変数からなっていますが、(1991 年時代の）HP 
9000/750 ワークステーションで約 6 分で解けました。同じような水力発電のスケジュー

ル作成のための多段階確率的線型プログラム がブラジルで開発され、 [59,60]で報告

されています。unit commitment model は、典型的な難しい離散型最適化問題ですが、

火力発電システムを対象に、確率的 unit commitment model が開発されています。ま
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た、火力発電ほどではないですが、水力発電システムを対象としたモデルも報告されてい

ます [25, 56, 61, 70, 71]。電力発電でのキャパシティ計画作成モデルの例は、 [13, 
47, 54]で報告されています。財務システムと発電システムを結合するモデルへの関心が

高まっていますが、これらのうち、確率的プログラミングを使ったものもあります[19]。 
 

生産キャパシティ計画作成:  
Jeppesen の行った仕事 [37]は、2000 年の Management Science Achievement の

Edelman Awardを受賞しました。この仕事の一部は、ヒューリスティクスを使い、多段階

確率的プログラミングにより、生産設備の持つ flexibility の利益を評価することでした。

この確率的計画法を使った方法の詳細は、 [36]で報告されています。彼らは、年間で

140 万ドルのセイビングを実現したと報告し、そして、また、伝統的なアプローチは、生産

資源の flexibility を 26-54%過小評価していたと見積もっています。ゼネラル・モーター

ズの生産キャパシティ計画作成モデルは [16]で説明されています。彼らのモデルは、2

段階の確率的混合整数計画で、整数変数が第一段階で使われています。著者は、この

モデルは、工場閉鎖のための分析をサポートするためのもので、GM が、望ましい製品ミ

ックスに含まれていない製品についての分析を、さらに行うことを動機づけたと報告してい

ます。これに関連する確率的計画法モデルが、IBM により、半導体製造のキャパシティ計

画作成のために使われました[32]。この他にも、 [9, 18, 26, 67, 69]に、生産計画作成

でのキャパシティについての意思決定に関するケースが報告されています。(キャパシティ

拡大計画作成と対比されるものとして）、不確実な需要のもとでの生産レベルの決定に、2

段階確率的プログラミングについてのペーパーには、 [10, 33]があります。自動車産業

での製造、組立、アセンブリ、および、配送のための 2 段階モデルは [17]に見られます。 

 
コミュニケーション・ネットワーク:  

高帯域私設回線ネットワークのキャパシティ拡張計画問題は  [66]で見られます。

Bellcore で行われたシミュレーションモデルは、特定のネットワークデザイン向けのシステ

ム性能の見積りのケースを提供しています。2 段階確率的プログラミングは、シミュレーシ

ョンを、数理計画法モデルにより置換しています。この近似は、シミュレーションモデルの

ネットワークデザイン候補をテストすることによって、その正当性が確認されています。テ

レコミュニケーション・ネットワーク分野での他のケースについては、[21, 68, 73]を見てく

ださい。 

 
天然資源の管理:  

水資源の管理の分野では、例えば、[20, 40, 44, 46, 74, 76, 77]のようなかなりの事例

が見られます。  [77] のモデルは、2 段階確率的プログラミングで、hydrological 
conductivity field に内在する不確実性を前提に、第一段階の意思決定により、揚水井
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戸を場所を見つけます。第 2 段階の問題は、コンベックスな二次プログラムで、そこでは、

噴水柱を抑えながら揚水レートを決め、また、環境的な制約条件の違反にペナルティを課

します。第 2 段階の制約式は、地下水の流れを支配する微分方程式の有限差分近似か

ら導出されます。確率的計画法モデルによる天然資源の管理についての他の例は、[27]
の漁業管理、[22] の森林管理、 [4]の地球温暖化ガス放出についての政策モデルなど

があります。 

 
軍事、国家安全への適用:  

阻止モデル（interdiction model）の研究は、当初、軍事利用 [23, 48] から始まり、敵

の軍隊、および、物資のフローを混乱させるための、決定論的な数学的プログラムでした。

同様な動機に基づく研究（例えば､[78]）が続きます。1990 年代では、阻止モデルの研究

は、違法薬物や先駆的化学物質の米国への流入を阻止したいという願望によって動機づ

けられていました。例えば､[75, 79]。[12]では、最大のフロー・ネットワークを阻止すること

を目的とする研究 [79]が一般化され、random arc capacities、および､random interdiction 

successes を考慮するようになります。Second Line of Defense (SLD) プログラムは、

ロシアの国境を越えて行われる不法な核原材料、設備、および技術の動きを防ぐ総合的

な能力を強化するための、US Department of Energy と Russian Federation 
State Customs Committee との協力プログラムです（例えば､ [2]を参照）。SLD プロ

グラムは、確率的なネットワーク阻止の分野での最近の研究をうながしました [49, 57, 
58]。また、軍事のロジスティクスのための確率的計画法モデルもあります。 決定論的な

空輸モデル[1, 64]は、[24] 、および、 [55] によって拡張され、航空機の信頼性の度合

いに由来するランドムな地上時間を組み込めるようになりました。[52]、および、[53]に、

空輸のための、別の確率的計画モデルが見られます。 

 
輸送車両フリートの管理、および、配置問題:  

離散的な確率的施設位置決めモデル（discrete stochastic facility location model）
は、あらかじめ指定された候補リストから、施設の位置を選びます。また、場合によっては、

それらのキャパシティをもモデル化し、選択されたサイトから顧客需要を満たします。調査

したモデルは、(施設の位置、容量、施設への顧客の割り振り、および、配送についての)

意思決定のタイミング、および、ランダムな需要の観測時期で、相互に異なります[45]。3
つの異なる種類のモデルがあります。それぞれ、配送の意思決定をした後に需要の観測

を行う、顧客を施設へ割り振った後に需要の観測を行う、位置、キャパシティについての

意思決定をした後に需要の観測を行う、の 3つです。確率的組合せルーティング問題は、

古典的、決定論的な(複数の)巡回セールスマン問題と車両ルーティング問題の確率的な

変形です。ここでは、コンピュータで扱い易いモデルには、頼るものがありません。それに

代わりに、通常、目標とする完了時期からの upside deviation や需要を満たせないことに
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たいしてペナルティを与えます。Laporte、Louveaux、および、彼らの同僚たち(その多く

がモントリオールの Centre de Recherche sur les Transports にいます)は、これらの

2つの領域をリードする研究者です。 例えば[41, 42, 43]を見てください。車両のルーティ

ングの、連続的決定変数を持つ確率的プログラムには、min-cost ｆ ｌow vehicle 
allocation formulationの確率的変形が含まれます。これらのモデルは、車両は、需要

充足の要求を満たす機会をもつけれど、満たす義務はない、と言う意味で、組合せモデ

ル（combinatorial model）とは異なります。 [14]のモデルで動機づけられた Powell 
[63]、その他は、この流れにあります。これらのいくつかのモデルは、(5-6 段階の)多段

階問題で、そこでは、時間の経過とともに、需要が、順次、明らかにされてゆきます。

Powell の行った仕事のいくつかは、業界からサポートされ、実際に使われています

（http://www.castlelab.princeton.edu を参照）が、ソフトウェアの一部のみが確率的計画法

を使ったものです。確率的なロケーション、ルーティング、割当てのモデルについては[39]
を見てください。 

 
航空産業:  

航空業の抱える問題から動機づけられた確率的計画法のアプリケーションは、今日まで、

限定的です。それは、"recovery" model（例えば、[72])の分野での研究が増えているとい

うことは、頑健なスケジュール作成の必要性があることを示している、と言うことです。 

[65] 、および、[80]は、エアライン乗組員スケジュール作成についてのものです。この分

野での、確率的計画に関連する問題は、座席の在庫管理と価格付けについてのものです

[28]。 
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